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POVZETEK

Ta prispevek predstavi nacelo minimaksa in poda
matemati¢no analizo spreminjanja razmerja dobljenih in
izgubljenih polozajev po plasteh drevesa igre. Razlozi,
kako se napaka v listih drevesa prenese do korena in pri
tem ojaca. Glede na to, da se v dejanskih igrah minimaks
uspe$sno uporablja, je matematiéni model ocitno
pomanjkljiv, zato predstavi dopolnitve modela, ki naj bi
anomalijo odpravile, in rezultate preizkusa njihove
ucinkovitost.

1. UVOD

Nacelo minimaksa in algoritem alfa-beta, ki na njem
temelji, sta zZe dolgo uveljavljena kot osnova za malone
vse programe za igranje iger. Intuitivno se zdita zelo
smiselna in tudi praksa kaze, da dobro delujeta.
NatancnejSa analiza minimaksa pa razkrije ve¢ zanimivih
lastnosti, od katerih je najbolj nenavadna ta, da se
preiskovanje drevesa igre, ¢e ga ne moremo razviti do
konca, ne izplac¢a. V tem primeru se namre¢ napaka, ki jo
naredimo pri ocenjevanju listov, do korena poveca. In ker
v vecini iger drevesa ne moremo razviti do konca, analiza
kaze, da bi bilo bolje zgolj oceniti poteze v prvi plasti. Ta
pojav je znan ze 23 let, povsem zadovoljivega pojasnila za
tak$no razhajanje med teorijo in prakso pa Se ni nihce
nasel.

V 2. poglavju je predstavljeno nac¢elo minimaksa ter kako
se spreminja razmerje dobljenih in izgubljenih iger po
plasteh drevesa igre. 3. poglavje uvede v liste drevesa
napako in razlozi, kako se prenaSa proti korenu. V 4.
poglavju so predstavljeni poizkusi razlage, zakaj minimaks
v praksi vendarle deluje. 5. poglavje pa prispevek zakljuci
in ponudi nekaj razmisljanj za nadaljnje delo.

2. NACELO MINIMAKSA

Igranje igre navadno predstavimo kot drevo, v katerem so
vozlis€a stanja igre (polozaji), povezave pa poteze.
Izmenjujejo se plasti, kjer smo na potezi mi, in plasti, kjer
je na potezi nasprotnik. Ce bi tako drevo razvili do konca,
bi imeli v listih zmage in poraze (za igre, v katerih je
mozen remi, pa tudi te). Ker pa je v vecini iger celotno
drevo preveliko, ga razvijemo le do izbrane globine, nato
pa liste hevristi¢no ocenimo. Ocene listov prenesemo po

drevesu navzgor tako, da v plasteh, kjer smo na potezi mi,
izberemo potezo z najvi§jo oceno (to so plasti maks), v
plasteh, kjer je na potezi nasprotnik, pa potezo z najnizjo
oceno (plasti min), kajti zelimo si ¢im vi§ji rezultat,
nasprotnik pa skuSa doseci, da bi imeli ¢im nizjega. To je
nacelo minimaksa, ki ga ilustrira slika 1; izbrane poteze so
odebeljene.
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Slika 1: Drevo igre in minimaks

Brez vecje skode za sploSnost lahko privzamemo, da
polozaje ocenjujemo le kot dobljene ali izgubljene: 1 ali 0.
Vozlis€a oznaCujemo glede na igralca, ki je v njih na
potezi — z 1, ¢e so zanj dobljena, in z 0, ¢e so izgubljena.
Za dobljeno vozlisce velja, da mora imeti vsaj enega
naslednika izgubljenega, kajti na voljo mora biti ena
poteza, ki vodi v polozaj, ki je za nasprotnika izgubljen.
Za izgubljeno vozlis¢e pa velja, da mora imeti vse
naslednike dobljene, kajti le tako igralec ne more izbrati
poteze, ki bi ga privedla do zmage. Ti dve moznosti
prikazuje slika 2.

Slika 2: Vrste vozliS¢ v drevesu igre

Predpostavimo, da je vejitev drevesa enakomerna, in jo
oznacimo z v. Naj d; oznacuje delez izgubljenih vozlis¢ v
plasti 1 in naj bodo plasti ostevilcene od zgoraj navzdol.
Ker izgubljeno vozlis¢e v plasti i dobimo le, ¢e v plasti i +
1 ni izgubljeno nobeno vozlisce, velja [3]:



di=(1-d;:+))" )]
V obratno smer ra¢unamo:
di+1:1_dil/v @)

Na sliki 3 sta grafa d v odvisnosti od i: na levi je dg
nastavljen na 0,5 in dy za k = 1 ... 10 izraCunan po enacbi
(2), na desni pa je na 0,5 nastavljen d,o, ostale vrednosti pa
so izra¢unane po enacbi (1).
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Slika 3: delez porazov v odvisnosti od globine

Na sliki 3 se vidi, da d, ki ga nastavimo v korenu,
konvergira proti ravnotezni tocki, ki jo ozna¢imo z r. Ce
pa v spodnji plasti d nastavimo na vrednost razlicno od r, d
divergira proti 0 oziroma 1. V ravnotezju je v zaporednih
plasteh delez porazov enak, zato r lahko izra¢unamo tako,
da ga vstavimo v enacbo (1) namesto d; in d;+

r=(1-n° 3)
Za v = 2 tako denimo velja r = 0,3820, za v =5 veljar =
0,2451 itd.

3. NAPAKA PRI OCENJEVANJU POLOZAJEV

Sedaj uvedemo v ocene listov napako: p naj bo verjetnost,
da se 0 spremeni v 1, q pa verjetnost, da se 1 spremeni v 0.
Ce si izberemo do, lahko d po ena¢bi (2) rekurzivno
izraCunamo za vse plasti drevesa igre do listov. Nato pa v
obratni smeri izraCunamo napako. Za napako 0 — 1 (slika
2 desno) se mora vsaj eden izmed dobljenih naslednikov
vozliS€a spremeniti v izgubljenega [3]:

pioi=1-(1-q) (42)
Za napako 1 — 0 (slika 2 levo) pa moramo za vsako
mozno Stevilo izgubljenih naslednikov vozli§¢a upostevati,
na koliko nacinov ga lahko dosezemo, kako verjetna vsaka
kombinacija je in kolik$na je pri tem Stevilu verjetnost
napake:

Y (v

Q= Z( Jdi‘(l—di)”pi‘(l—qi)“‘ (4b)
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Ce po enacbah (4) izratunamo verjetnosti napake v korenu

za razlicne globine preiskovanja, pridemo do presenetljive

ugotovitve, da je pri vecji globini napaka vecja — v tabeli 1

so rezultati za p; = q; = 0,1 in dy = 0,5.

Globina i o po* (1~ do) o
v=2 v=35
0 0.1000 0.1000
1 0.1331 0.2300
2 0,1406 02195
3 0.1786 0.3669
4 0.1920 03948
5 0.2338 0.4873
6 02516 0,4959
7 0.2950 0.5000
8 03147 0.5000
9 03564 0.5000
10 03752 0,5000

Tabela 1: napaka v korenu pri dy = 0,5

Ugotovitve v 2. poglavju ta pojav pojasnijo s tem, da je
minimaks zelo ob¢utljiv na spremembe d v spodnji plasti:
majhen odmik od r povzro¢i mo¢ne spremembe v korenu.
To ponazarja slika 4.

d=0 d=1 d=0 d=1 d=0 d=1
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Slika 4: prenos napake iz listov v koren

Slika 4 je sicer le ilustrativna in tipi¢no ne odseva pojavov
na celotnem drevesu igre, ker ima spodnja plast navadno
dovolj vozlis¢, da se d ohrani kljub napaki; vendar na enak
nacin pride do napak v poddrevesih, ki potem povzroéijo
napako v celotnem drevesu.

Pri dejanskem izvajanju minimaksa na posami¢nem
drevesu igre v korenu ne moremo govoriti o delezu
izgubljenih iger — igra v korenu je lahko le dobljena ali
izgubljena. Ce pravilen primer na sliki 4 predstavlja
izgubljeno igro za igralca, ki je na potezi v korenu, potem
prvi napacen primer ni problemati¢en: napaka v listih
pomeni, da so nasprotnikovih polozaji ocenjeni kot boljsi
od dejanskih, in ¢e ze pravilna ocena privede do poraza, bo
taka pa¢ Se bolj gotovo. Problemati¢en je drugi napacéni
primer: tu so nasprotnikovi polozaji v listih ocenjeni kot
slabsi od dejanskih, kar v korenu privede do zmage in to je
narobe. A Ce izvedemo mnozico poizkusov na posamicnih
drevesih igre, kjer so napake v korenu sicer vedno 0 ali 1,
povprecna napaka ustreza tisti iz tabele 1.




Ce je d, blizu 0 ali 1, to anomalijo minimaksa v nekaterih
primerih ublazi, a pri dovoljsnji globini se je vsaj v vsaki
drugi plasti v vseh primerih, ki smo jih preizkusili,
vendarle pojavila. Hkratno vecanje in manjsanje p in q v
listih po pricakovanjih veca in manjSa tudi napako v
korenu. Ce pa sta p in q razli¢na, s tem uravnavamo,
koliko bo napak prve in druge vrste (slika 4). S tem lahko
modeliramo optimisticno in pesimisticno ocenjevalno
funkcijo, skupnega ucinka pa pri dy = 0,5 ne spremenimo
(¢e dp > 0,5, potem ocenjevalna funkcija, ki je pesimisti¢na
za igralca v korenu, povpre¢no napako v korenu seveda
zmanj$a, in obratno za dy < 0,5).

4. ZAKAJ MINIMAKS V PRAKSI DELUJE

Pojav, da se z globino preiskovanja napaka v korenu veca,
je prvi¢ opazil D. F. Bael leta 1980 [1]. Dve leti kasneje
[2] je skoraj hkrati z I. Bratkom in M. Gamsom [3] priSel
do zakljucka, da pri dejanskih igrah ocene listov niso
neodvisne, temve¢ da so zdruzene v gru¢e podobnih
vrednosti, ki tvorijo jedra zanesljivih ocen, ta pa
povzrocijo, da so tudi ocene v korenu zanesljive. Tudi D.
Nau se je z njimi strinjal [4]. J. Pearl pa je leta 1984 menil
[5], da v dejanskih igrah ni dovolj ¢istih skupin listov, in je
anomalijo minimaksa pojasnjeval s pred¢asnimi konci igre
(kot so npr. mati), katerih ocene so zanesljive. Po tistem se
problemu ni namenjalo prav dosti pozornosti. Nedavne
raziskave Sadikova in sodelavcev [6] pa kaZejo, da Ceprav
minimaks ocene vozlis¢ blizu korena odmakne od prave
vrednosti, to stori za vsa vozliS¢a v podobni meri, tako da
njihova medsebojna razmerja ostanejo blizu pravim in je
zato dobro igranje Se vedno mozno. Ne moremo pa reci, da
je skrivnost minimaksa ze povsem pojasnjena, kajti ta
rezultat, ki je sicer zelo spodbuden, je vezan na konkreten
poizkus, njegova sploSnost pa $e ni potrjena.
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Slika 5: drevo igre z gru¢ami Cistih listov

Nasi poizkusi kazejo, da gruce listov s podobnimi
vrednostmi nimajo omembe vrednega vpliva na kvaliteto
delovanja minimaksa, ¢etudi jih je veliko. Primer takega
drevesa igre je na sliki 5. Vodoravni pasovi predstavljajo
plasti drevesa igre; ¢rna in bela podrocja so obicajni porazi
in zmage, temno- in svetlosiva pa porazi in zmage znotraj
umetno ustvarjenih jeder, ki so na dnu precej Cista; stolpec
pod vsakim obmoc¢jem/vozlis¢em predstavlja poddrevo s
tem vozliS¢éem v korenu; zaradi veéje preglednosti smo
izbrali v=2.

Za predcasne konce igre nasi poizkusi kazejo, da v resnici
lahko odpravijo anomalijo minimaksa. Vendar jih mora za
to biti vec, kot se zdi realistiCno: ¢e v listih veljap =q =
0,1 in ¢e dy = 0,5, potem se mora pri v = 2 v vsakem
vozliscu igra koncati z verjetnostjo 0,2, pri v =5 pa celo z
verjetnostjo 0,4; za druge ne posebej skrajne nastavitve p,
q in dy so rezultati primerljivi. Primer drevesa z
dovoljs$njim Stevilom pred¢asnih koncev igre je na sliki 6.
Predcasni konci igre so predstavljeni kot poddrevesa z
izmenjujo¢imi se povsem dobljenimi in povsem
izgubljenimi plastmi, v listth katerih napake niso
dovoljene. Tako so za razliko od slike 5 temno- in
svetlosiva podrocja ta poddrevesa.
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Slika 6: drevo igre s pred¢asnimi konci

Se en nadin, na katerega smo poizkusili odpraviti
anomalijo minimaksa, je s spreminjanjem porazdelitve vrst
vozlis¢ glede na Stevilo dobljenih iger v njihovih
naslednikih. Dosedanja analiza predpostavlja binomsko
porazdelitev popravljeno glede na delez porazov v plasti,
kar kaze tabela 2.



St. Vrsta vozli§¢a Stevilo vozlis¢

0 | vsi nasledniki dobljeni (1-d"

1 | 1 naslednik izgubljen

Vlda-ay+
| (1-d)

2 | 2 naslednika izgubljena

Vera-a
5 (1-d)

v—1 | v—1 naslednikov izgubljenih

-
d*'(1-d)
L)

v_ | vsi nasledniki izgubljeni d’

Tabela 2: porazdelitev vrst vozlis¢

Stevila vozlis¢ vrste 0 ne moremo spreminjati, ker vsako
izgubljeno vozlis¢e mora biti take vrste, tako da bi s tem
neposredno spreminjali delez porazov. Pri ostalih vrstah
vozlis¢ imamo ve¢ svobode, vendar se izkaZe, da je edina
sprememba, ki odpravi anomalijo minimaksa, zmanjSanje
Stevila vozlis¢ vrste 1 (in 2). To so namre¢ vozlisca, v
katerih sta izgubljena najve¢ dva naslednika, zato se
morata za napako ta dva spremeniti v dobljena (in pri
ostalih do napake ne sme priti), kar je relativno verjetno.
To se za v=>51in dy = 0,5 nazorno vidi na sliki 7, kjer sta
na levi strani za vsako vrsto vozlis¢ prikazana Stevilo in
verjetnost napake, na desni strani pa je produkt teh dveh
vrednosti.
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Slika 7: Stevilo in verjetnost napake za vozlisca vsake vrste

Pri vejitvi 2 je treba Stevilo vozlis¢ vrste 1 zmanjsati za
petkrat, pri vejitvi 5 pa je treba Stevilo vozlis¢ vrste 1 in 2
zmanj$ati za priblizno 50-krat. Ta vozlis€a v igri pomenijo
polozaje, v katerih ena ali dve potezi lahko privedeta do
zmage, ostale pa vodijo v poraz. Taksni polozaji niso ni¢
posebej malo verjetni, zato se ze petkratno zmanjSanje
njihove pogostosti zdi nerealisticno, 50-kratno pa sploh.
Skratka, tudi to ni zadovoljiva razlaga.

Celo ¢e oba dejavnika, ki sta se izkazala za ucinkovita,
zdruzimo, rezultati e vedno niso zadovoljivi. Pri v =2 je
sicer dovolj, da uvedemo verjetnost za predCasen konec
igre 0,1 in da Stevilo vozlis¢ vrste 1 prepolovimo, a ze pri
v = 5 moramo verjetnost za pred¢asen konec dvigniti na
0,2 in Stevili vozlis¢ 1 in 2 zmanjsati na desetino. Pri vecji
vejitvi je anomalija Se teze obvladljiva in glede na to, da je

npr. pri Sahu vejitev blizu 30, ta dva mehanizma sama zase
brzkone nista reSitev.

5. ZAKLJUCEK

V prispevku je predstavljeno nacelo minimaksa z
matemati¢no analizo spreminjanja razmerja dobljenih in
izgubljenih iger po plasteh drevesa igre. Pokazali smo,
zakaj je nacelo obcutljivo na napake v listih in kako se
napake v listih pri prenasanju do korena ojacajo, ter z
uporabo minimaksa na dejanskih drevesih igre potrdili
izracune.

Preizkusili smo glavna nacina za odpravo tega pojava, ki
so ju predlagali predhodni avtorji. Za gruce listov s
podobnimi vrednostmi smo ugotovili, da ne pomagajo, ¢e
niso res skrajne — v tem primeru postanejo enakovredne
predcasnim zaklju¢kom igre, za katere pa se je izkazalo, da
delujejo. Tema metodama smo dodali Se spreminjanje
porazdelitve vrst vozlis¢ glede na Stevilo dobljenih iger v
njihovih naslednikih, kar tudi ima udinek. Zal pa niti z
obema metodama anomalije minimaksa ne moremo
zadovoljivo pojasniti.

V prihodnje bomo poizkusili dodelati tvorbo gru¢ listov s
podobnimi vrednosti v nasem simulatorju, ker trenutno
nima skoraj nobenega ucinka, kar se zdi nenavadno.
Preizkusiti pa bi veljalo tudi model z zveznimi vrednostmi
ocen polozajev. Sicer sta I. Bratko in M. Gams v svojih
poizkusih [3] zakljucila, da sta dve vrednosti dovolj,
vendar bi bilo na ta nacin laZze uvesti podobnost med
sosednjimi listi, pa tudi delo A. Sadikova in sodelavcev [6]
kaze, da bi to utegnila biti prava pot.
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