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POVZETEK
Razporejanje terenskega dela je zahteven optimizacijski problem.
Za njegovo re!evanje smo razvili trinivojski algoritem. Na prvem
nivoju evolucijski algoritem razporedi naloge po delavcih, na
drugem nivoju hevristika za vsakega delavca razporedi naloge po
dnevih, na tretjem nivoju pa algoritem razveji in omeji re!uje pro-
blem me!anega celo!tevilskega linearnega programiranja (angl.
Mixed-Integer Linear Programming, MILP), kjer nalogam za vsa-
kega delavca in vsak dan posebej dodeli #as njihovega za#etka.
V tem prispevku se posve#amo !tudiji u#inkovitosti algoritma
na tretjem nivoju. Izka"e se, da ta nalog ne more razporediti
dovolj hitro za prakti#no uporabo, zato za pove#anje njegove
u#inkovitosti MILP poenostavimo. Rezultati poskusov ka"ejo, da
poenostavitev izbolj!a u#inkovitost algoritma na tretjem nivoju,
medtem ko je u#inek na celoten algoritem na#eloma ugoden, a
odvisen od problema.

KLJU!NE BESEDE
problem razporejanja, evolucijski algoritem, hevristika, algoritem
razveji in omeji, me!ano celo!tevilsko linearno programiranje,
u#inkovitost

ABSTRACT
Fieldwork scheduling is a demanding optimization problem. To
solve it, we developed a three-level algorithm. At the $rst level, an
evolutionary algorithm distributes tasks to workers, at the second
level, a heuristic algorithm distributes tasks of each worker over
days, and at the third level, a branch-and-bound algorithm solves
the problem in the form of mixed-integer linear programming
(MILP), where the starting times of tasks need to be scheduled for
each worker and each day separately. In this paper, we study the
e%ciency of the algorithm at the third level. Because it cannot
schedule the tasks fast enough for practical use, we try to increase
its e%ciency by simplifying the MILP. Experimental results show
that the simpli$cation improves the performance of the algorithm
at the third level, while the e&ect on the overall algorithm is in
principle favorable, but depends on the problem.
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1 UVOD
Razporejanje terenskega dela je optimizacijski problem, ki zah-
teva dodelitev delavca in #asa za#etka opravljanja vsaki terenski
nalogi tako, da je zado!#eno vsem omejitvam razporejanja in
je cena celotnega urnika #im ni"ja. Obstajajo !tevilne razli#ice
tega problema, ki se razlikujejo tako po omejitvah kot po na-
#inu izra#una cene razporeda. Posledi#no obstajajo tudi razli#ni
pristopi za njegovo re!evanje [6]. ’tudija [3] primerja dve formu-
laciji problema, in sicer v obliki problema usmerjanja vozil (angl.
Vehicle Routing Problem, VRP) in v obliki problema me!anega
celo!tevilskega linearnega programiranja (angl. Mixed-Integer
Linear Programming, MILP). Rezultati poskusov !tudije nakazu-
jejo, da je oblika MILP za zapis razporejanja nalog terenskega
dela ustreznej!a od oblike VRP, zato tudi na! pristop uporablja
obliko MILP.

Vendar pa je u#inkovitost re!evanja tak!nih kombinatori#nih
problemov zelo odvisna od njihove velikosti. (e pri relativno
majhnih problemih se namre# pogosto zgodi, da jih ni mo# re-
!iti v doglednem #asu. Zato se v na!em pristopu zgledujemo po
podobnih prijemih iz sorodnega dela (glej npr. [1]) in problem
razdelimo na manj!e, la"je obvladljive podprobleme. Problem
razporejanja terenskega dela tako re!ujemo s trinivojskim opti-
mizacijskim algoritmom, pri katerem na prvem nivoju evolucijski
algoritem razporedi naloge po delavcih, na drugem nivoju hevri-
stika za vsakega delavca razporedi naloge po dnevih, na tretjem
nivoju pa algoritem razveji in omeji re!uje problem v obliki MILP,
tj. nalogam za vsakega delavca in vsak dan posebej dodeli #as
njihovega za#etka.

Tak trinivojski algoritem je sposoben v uri zadovoljivo re!iti
tudi nekoliko ve#je probleme (npr. z 20 delavci, 20 dnevi in ve# sto
nalogami), a je ta #as za prakti#no uporabo predolg. Zato "elimo
algoritem pohitriti. Ozko grlo predstavlja re!evanje problema
MILP, saj sta evolucijski algoritem in hevristika zelo hitra, tako
da lahko najve#jo pohitritev celotnega algoritma dose"emo s
pohitritvijo na tretjem nivoju.

V nadaljevanju prispevka v 2. razdelku najprej predstavimo
na!o razli#ico problema razporejanja terenskega dela, nato pa
v 3. razdelku na kratko opi!emo trinivojski algoritem za njeno
re!evanje. V 4. razdelku analiziramo u#inkovitost algoritma na
tretjem nivoju, v 5. razdelku pa predlagamo poenostavitev pro-
blema MILP in preverimo njen u#inek najprej na algoritem na
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tretjemu nivoju in kon#no na celoten trinivojski algoritem. Pri-
spevek sklenemo z zaklju#ki v 6. razdelku.

2 PROBLEM RAZPOREJANJA TERENSKEGA
DELA

Problem razporejanja terenskega dela opi!emo s scenarijem raz-
porejanja, spremenljivkami problema, omejitvami in optimiza-
cijskim kriterijem (podrobne formalne de$nicije tu ne moremo
zapisati zaradi pomanjkanja prostora). Obravnavamo najbolj splo-
!no razli#ico problema, v kateri "elimo razporediti ve#ino nalog,
saj ta pokriva tudi posebni primer, ko je zaradi spremembe v
zadnjem trenutku treba prerazporediti samo nekaj nalog.

2.1 Scenarij razporejanja
!asovno obdobje razporejanja je razdeljeno na dneve, znotraj njih
je #as obravnavan zvezno. Za vsak dan poznamo za#etek in konec
rednega delovnika ter trajanje morebitnih nadur (bodisi na za-
#etku bodisi na koncu dneva). Dane imamo tudi mno"ico lokacij,
#asovne oddaljenosti za vsak par lokacij ter mno"ico kompetenc,
ki so skupne nalogam in delavcem. Scenarij razporejanja vse-
buje tudi podatke o delavcih, in sicer za vsakega kompetence,
dovoljeno !tevilo nadur ter za#etno in kon#no lokacijo. Podatki o
nalogah pa za vsako obsegajo njeno trajanje, "eleno in obvezno
#asovno okno, prioriteto, zahtevane kompetence in morebitne
"elene delavce. Malice so posebne naloge, za katere lokacija ni
de$nirana (malica se vedno izvaja na isti lokaciji kot predhodna
naloga in se ne more prekrivati z drugimi nalogami).

Dodatno lahko scenarij razporejanja vsebuje "e vnaprej pripra-
vljene razporede posameznih nalog, ki so dveh tipov. Obveznih
razporedov se ne sme spreminjati, a jih je treba vseeno upo!tevati,
saj postavljajo omejitve k razporejanju ostalih nalog. Po drugi
strani pa se "elene razporede lahko spreminja, a to vpliva na ceno
kon#nega urnika.

2.2 Spremenljivke
Spremenljivke optimizacijskega problema v celoti dolo#ijo urnik,
saj za vsako nalogo povedo ali je razporejena ali ni (ni namre#
treba razporediti vseh nalog) in #e je, kateri delavec jo bo opravil
ter kdaj se bo za#ela izvajati.

2.3 Omejitve
Urnik, ki predstavlja re!itev problema, je dopusten samo, #e iz-
polnjuje vse naslednje omejitve:

• Delavec lahko izvaja samo eno nalogo hkrati (v #asovnem
razporejanju nalog je treba poskrbeti tudi za upo!tevanje
trajanja potovanja med lokacijami).

• Delavec lahko izvaja naloge le znotraj delovnega #asa in
ima omejeno !tevilo nadur.

• Delavec mora imeti zahtevane kompetence za opravljanje
naloge.

• Naloge morajo biti razporejene znotraj svojih obveznih
#asovnih oken.

• Nalog z obveznim razporedom se ne sme prerazporejati.

2.4 Optimizacijski kriterij
Optimizacijski kriterij oz. cena urnika, ki jo "elimo minimizirati,
je de$nirana kot ute"ena vsota naslednjih delnih kriterijev (prve
tri postavke so si v nasprotju, zato je smiselno upo!tevati samo
eno od njih naenkrat):

• Vsi delavci naj bodo #im bolj enakomerno obremenjeni.

• Dnevno aktivnih delavcev naj bo #im manj.
• Aktivni delavci naj bodo #im bolj enakomerno obreme-
njeni.

• Skupno trajanje potovanj med lokacijami naj bo #im kraj!e.
• Izvede naj se #im ve# nalog.
• Naloge naj se izvedejo #im prej.
• Delavci naj imajo #im manj neaktivnega #asa.
• Nadur naj bo #im manj.
• Naloge z vi!jo prioriteto naj se za#nejo izvajati pred nalo-
gami z ni"jo prioriteto.

• Naloge, ki zapadejo prej, naj se za#nejo izvajati pred nalo-
gami, ki zapadejo kasneje.

• Naloge naj se izvedejo #im bli"e "elenemu #asovnemu
oknu.

• Nalogo, ki ima "elene delavce, naj opravi eden izmed "ele-
nih delavcev.

• Nalogo z "elenim razporedom naj se izvede #im bli"e temu
razporedu.

Ute"i posameznih delnih kriterijev so zelo pomembne, saj
dolo#ajo njihova medsebojna razmerja in drasti#no vplivajo na
dobljene re!itve. Nastavili smo jih s pomo#jo ekspertnega znanja
in poskusov na !tevilnih razli#nih scenarijih.

3 TRINIVOJSKI OPTIMIZACIJSKI
ALGORITEM

V nadaljevanju na kratko predstavimo vse tri nivoje optimizacij-
skega algoritma.

3.1 Prvi nivo: razporejanje nalog po delavcih
Na tem nivoju z evolucijskim algoritmom [5] vsaki nalogi dode-
limo delavca, ki jo bo izvedel. Evolucijski algoritem za#etno po-
pulacijo 𝐿p re!itev ustvari naklju#no, vendar tako, da vse re!itve
ustrezajo omejitvam za delavce (prve tri omejitve v razdelku 2.3).
Potem algoritem izvaja naslednje korake najve# 𝐿g generacij. V
vsaki generaciji algoritem najprej izbere 𝐿p star!ev s turnirsko
selekcijo. Nato pare star!ev kri"a in mutira (pri mutaciji upo-
rabimo razli#ne strategije zasnovane po meri delnih kriterijev
(glej razdelek 2.4), ki jih izbiramo tako, da se pogostost uporabe
sklada z njihovimi ute"mi). Tako dobljeno populacijo evolucijski
algoritem ovrednoti tako, da za vsako re!itev izvede drugi in tretji
nivo algoritma. Nato staro populacijo prepi!e z novo (najbolj!o
staro re!itev ohrani) in nadaljuje z enakimi koraki.

3.2 Drugi nivo: razporejanje nalog delavca po
dnevih

Hevristika na drugem nivoju naloge vsakega delavca razporedi po
dnevih. Po vrsti vsem nalogam, urejenim nara!#ajo#e po !tevilu
dni, v katerih se lahko izvedejo, dodelimo zanje najugodnej!i
dan. Ugodnost dne dolo#imo z glasovanjem, ki poteka tako, da
razli#ni delni kriteriji (glej razdelek 2.4) glasujejo za dneve, ki so
zanje najugodnej!i. Glasovi so ute"eni z ute"mi delnih kriterijev,
nalogi pa dodelimo dan z najve# glasovi.

3.3 Tretji nivo: dolo"itev "asa za"etka nalog za
en dan enega delavca

Na tretjem nivoju z algoritmom razveji in omeji nalogam za en
dan enega delavca dodelimo za#etni interval. Problem torej za-
pi!emo v obliki MILP tako, da upo!tevamo samo tiste omejitve
in delne kriterije, ki so na tem nivoju !e smiselni (npr. na tem

44



#tudija u"inkovitosti algoritma za razporejanje terenskega dela Information Society 2022, 10–14 October 2022, Ljubljana, Slovenia

Slika 1: Odvisnost #tevila spremenljivk in omejitev v for-
mulaciji problemaMILP na tretjem nivoju od #tevila nalog.

nivoju se ne ukvarjamo ve# s kompetencami, enakomerno obre-
menjenostjo delavcev in podobnimi delnimi kriteriji, saj je zanje
poskrbljeno na prvih dveh nivojih).

Podobno kot pri predstavitvi problema tudi tu zaradi omeje-
nega prostora ne moremo navesti celotne formulacije problema
MILP. Za razumevanje nadaljevanja je najpomembneje vedeti, da
imamo pri tak!ni formulaciji za problem z 𝑀 nalogami 3𝑀2 +O(𝑀)
spremenljivk in 5𝑀2 + O(𝑀) omejitev, kot prikazuje slika 1.

4 PREIZKUS U!INKOVITOSTI
Kot je razvidno iz slike 1, je !tevilo spremenljivk problema MILP
zelo veliko "e za probleme z majhnim !tevilom nalog, kar ote-
"uje nalogo optimizacijskemu algoritmu. )as, ki ga potrebuje
za najdbo optimalne re!itve, preverimo s poskusom na mno"ici
testnih problemov, ki imajo lastnosti podobne problemom iz pra-
kse.

Ta mno"ica vsebuje 180 testnih problemov (20 za vsako ve-
likost problema od dveh do desetih nalog), pri katerih je treba
dolo#iti #as izvajanja nalog za enega delavca v enem dnevu. Ne-
kateri problemi imajo samo navadne naloge, lahko pa imajo tudi
malico, eno nalogo z obveznim razporedom ali pa oboje. Trajanje
malice je vedno pol ure, trajanje ostalih nalog pa je izbrano na-
klju#no iz porazdelitve, ki sku!a posnemati probleme iz prakse.
Tako je ve#ina nalog kraj!ih od 90 minut, nekaj pa jih ima dol"ino
do !tirih ur. Prioriteta vsake naloge je izbrana naklju#no med 1 in
9. Prav tako so lokacije izvajanja nalog in za#etna lokacija delavca
izbrane naklju#no izmed lokacij nekaterih ve#jih slovenskih mest.
Ve#ina nalog ima neomejeno #asovno okno, pri nekaterih pa je
okno skraj!ano na za#etku ali koncu dneva. Trajanje delovnega
#asa je izbrano naklju#no med 6 in 10 ur, lahko pa delavec vedno
opravlja do dve naduri.

Vse testne probleme re!ujemo z algoritmom razveji in omeji
iz re!evalnika SCIP [2] preko knji"nice OR-Tools [4]. Pri tem be-
le"imo #as, ki ga algoritem potrebuje, da najde optimalno re!itev.
Re!evanje poteka na osebnem ra#unalniku s 16 GB pomnilnika
in frekvenco procesorja 3,60 GHz.

Rezultati poskusa so prikazani na sliki 2. Vidimo, da algoritem
praviloma potrebuje eksponentno ve# #asa z dodajanjem vsake
naloge. )e "elimo, da je celoten trinivojski algoritem koristen v
praksi, si lahko za re!evanje problema MILP privo!#imo le nekaj

Slika 2: Povpre"en "as, potreben za optimalno re#itev pro-
blema glede na njegovo velikost.

sekund, kar pomeni, da je za na!e potrebe algoritem neu#inkovit
"e za probleme s sedmimi ali ve# nalogami.

Preverimo !e, kako dobro deluje algoritem, #e mu omejimo
#as, ki ga ima na voljo za iskanje re!itev. Poskuse izvedemo z
naslednjimi #asovnimi omejitvami: 0.5 s, 1 s, 2 s, 4 s, 8 s, 16 s in
32 s. Pri tem opazujemo, koliko nalog je algoritem razporedil, in
to !tevilo primerjamo z optimalnim !tevilom razporejenih nalog
(dobljenim v prej!njem poskusu, ko algoritem ni bil #asovno ome-
jen). )eprav cilj algoritma ni samo razporediti #im ve# nalog, je
!tevilo razporejenih nalog dober pokazatelj kakovosti delovanja
algoritma.

Na sliki 3 vidimo, da ob prekratkem #asu na problemih z veliko
nalogami algoritem odpove (ve#ino nalog zavrne, #eprav bi jih
lahko razporedil). Na primer, ko ima algoritem na voljo le 0,5 s,
primerno deluje le za probleme z do !tirimi nalogami, za ve#je
problema pa njegova uspe!nost pade in ko je nalog osem ali
ve#, v povpre#ju razporedi le eno nalogo. Delovanje algoritma
je nekoliko bolj!e, #e ima na voljo dalj!i #as, a !ele pri 32 s se

Slika 3: Povpre"no #tevilo razporejenih nalog pri razli"-
nih "asovnih omejitvah in velikostih problemov (s "rtkano
"rno "rto je prikazano optimalno #tevilo razporejenih na-
log).
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!tevilo razporejenih nalog na problemih z devetimi in desetimi
nalogami pribli"a optimalnemu !tevilu razporejenih nalog.

5 POENOSTAVITEV PROBLEMA
Ker z delovanjem algoritma nismo zadovoljni, poskusimo pro-
blem poenostaviti. Za zapis delnih kriterijev za prioriteto in #as
zapadlosti potrebujemo 2𝑀2 + O(𝑀) spremenljivk ter 4𝑀2 + O(𝑀)
omejitev, kar je zelo veliko, sploh ker ta dva delna kriterija ni-
sta zelo pomembna. Zato preizkusimo, kako algoritem deluje, #e
ju izpustimo (zanju lahko do neke mere poskrbimo na zgornjih
dveh nivojih optimizacijskega algoritma). ’tevilo spremenljivk
in omejitev se !e vedno pove#uje kvadrati#no s !tevilom nalog,
vendar pa smo koe$cienta pred kvadratnim #lenom s 3 oziroma
5 zmanj!ali na 1.

Za poenostavljeni problem izvedemo podoben test kot v raz-
delku 4, le da testiramo samo pri #asovnih omejitvah 0.5 s, 2 s,
8 s in 32 s. Na sliki 4 primerjamo !tevilo razporejenih nalog pri
osnovnemu ter poenostavljenemu problemu. Vidimo, da na ve#jih
poenostavljenih problemih algoritem deluje mnogo bolje.

Slika 4: Primerjava delovanja algoritma na izvirni (polne
"rte) in poenostavljeni formulaciji problema ("rtkane "rte)
pri razli"nih "asovnih omejitvah in velikostih problemov
(s "rno "rtkano "rto je prikazano optimalno #tevilo razpo-
rejenih nalog izvirne formulacije problema).

S poenostavitvijo torej dose"emo, da algoritem na tretjem
nivoju deluje zadovoljivo tudi za prakti#ne potrebe. Vendar pa
to !e ne pomeni nujno, da poenostavitev izbolj!a delovanje ce-
lotnega trinivojskega algoritma. To preverimo s poskusom na
dveh testnih problemih, P1 in P2, pri katerih damo enkrat ve#jo
ute" delnemu kriteriju trajanja potovanja, drugi# pa enakomerni
obremenitvi delavcev. Na ta na#in dobimo !tiri razli#ne testne
probleme. P1 obsega 220 nalog, deset delavcev in sedem dni, P2
pa 114 nalog (vsebuje tudi malice), pet delavcev in tri dni. Za vsak
testni problem po"enemo !tiri razli#ice trinivojskega algoritma,
ki se razlikujejo samo na tretjem nivoju – ta uporablja bodisi
izvirni bodisi poenostavljeni problem, izvajanje algoritma pa je
omejeno bodisi na 1 s bodisi na 2 s.

Slika 5 ka"e rezultate teh poskusov. Na problemu P1 (zgornja
dva grafa na sliki) lahko jasno vidimo, da poenostavitev problema
na tretjem nivoju koristi u#inkovitosti celotnega algoritma. Tega
ne moremo trditi za problem P2, na katerem je delovanje izvirne
in ponostavljene razli#ice zelo podobno, vidimo pa veliko bolj!e
delovanje v primeru omejitve izvajanja na 2 s.

Slika 5: Rezultati optimizacije za #tiri razli"ice algoritma
na dveh problemih (P1 zgoraj in P2 spodaj) z dvema raz-
li"nima delnima kriterijema (trajanje potovanja levo in
enakomerna obremenitev delavcev desno). Manj#e vredno-
sti so bolj#e.

6 ZAKLJU!KI
V prispevku smo analizirali u#inkovitost algoritma za razporeja-
nje terenskega dela. Posvetili smo se le #asovno najzahtevnej!emu
delu trinivojskega algoritma – re!evanju problema MILP na tre-
tjem nivoju. Z dvema poskusoma smo pokazali, da algoritem
razveji in omeji ni dovolj u#inkovit za re!evanje prakti#nih pro-
blemov, zato smo problem MILP poenostavili. To ne spremeni
kriterijev celotnega problema, algoritmu na tretjem nivoju pa
omogo#i, da u#inkovito re!i tudi probleme z desetimi nalogami
(ve# jih v praksi ne pri#akujemo). Primerjali smo tudi, kako poe-
nostavitev vpliva na delovanje celotnega algoritma, in ugotovili,
da #eprav obstajajo problemi, za katere poenostavitev ni koristna,
v splo!nem daje dobre rezultate in se je bomo poslu"evali tudi v
praksi.
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