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POVZETEK tenja reSitve tako lahko isto reSitev aproksimiramo z nagtom
stnim modelom. Ker je aproksimacija (veliko) hitrejSa,Hah
s tem pospeSimo celoten optimizacijski proces. Vendar pa
pri uporabi nadomestnih modelov lahko pride do tezavso
aproksimirane reSitve neatoe. Posledicatega je, da so pri pri-
merjavi reSitev lahko dobre eksaktno ovrednotene reSive z
vrzene, ker izgledajo slabSe kot népa prevé optimisttno
aproksimirane reSitve. To lahko ufasni optimizacijski pro-
ces oziroma celo preptialgoritmu, da najde najboljSe resi-
tve. Ker ne poznamo pravih vrednosti aproksimiranih kiriter

jev, pravimo, da primerjamo reSitw# negotovosti

Nekateri nadomestni modeli pri aproksimaciji vrednosti
enega kriterija vréajo porazdelitev, iz katere se lahko izua
nata aproksimirana vrednost in interval zaupanja za to-apro
ksimacijo. Z upoStevanjem intervalov zaupanja smo definira
nove relacije za primerjavo reSitev ob negotovosti, ki upo-
Stevajo intervale zaupanja in zahtevajo eksaktna ovredjet
samo v primerih, ko ne Zelimo negotovosti. Ta pristop zmanj-
Suje napake v primerjavah, ki so posledice Batoaproksi-
miranih reSitev.

1. UvVOD Kot primer uporabe novo definiranih relacij te uporabimo
v evolucijskem veékriterijskem optimizacijskem algoritmu,
kjer primerjamo resitvi, ki sta lahko aproksimirani z nado-
mestnim modelom ali pa eksaktno ovrednoteni.

Struktura prispevka je naslednja. V 2. razdelku pregle-
damo obstojée metode, ki so namenjene primerjavi resSitev,
predstavljenih z aproksimiranimi vrednostmi in interzdi-
panja. 3. razdelek predstavlja relacije brez negotovosfi. i

Irazdelek relacije ob negotovosti. V 5. razdelku opiSeme pri
mer uporabe relacij ob negotovosti v evolucijskem algasitm
S 6. razdelkom zaklgtimo prispevek s povzetkom opravlje-
nega dela in pomena novih relacij.

V prispevku definiramo nove relacije za primerjavo re-
Sitev v veCkriterijski optimizaciji v primeru negotovosti,
ko so reSitve predstavljene z aproksimiranimi vrednostmi
in intervali zaupanja. Z vklju Citvijo intervalov zaupa-
nja v primerjavo se verjetnost napatnih primerjav zaradi
netotnih aproksimacij zmanjSa. Primerjava reSitev brez
upoStevanja intervalov zaupanja v net@no aproksimira-
nih reSitvah lahko pri preiskovanju vodi do ohranjanja
slabih reSitev na ratun novih perspektivnih reSitev. Novo
definirane relacije so generalizacija relacij Pareto domi-
niranosti in jih lahko uporabimo za primerjavo resSitev ob
negotovosti ali brez nje. Prikazemo tudi primer uporabe
teh relacij v primerjavi dveh reSitev v evolucijskem vet-
kriterijskem optimizacijskem algoritmu z nadomestnimi
modeli. Z uporabo novih relacij lahko pogosto ugotovimo,
katero resitev je smiselno obdrzati in katero zavré&i, ne da
bi jih bilo potrebno pred tem eksaktno ovrednaotiti.

Z optimizacijskimi problemi se v radnih oblikah pogosto
sre€ujemo v vsakdanjem Zivljenju. Mnogi optimizacijski pro-
blemi zahtevajo stasno optimizacijo W§ mnogokrat naspro-
tujocih si kriterijev. Takim problemom pravimo Gkriterij-

ski optimizacijski problemi. ReSitev takih problemov ni le
ena sama ftka, ampak mnoZzica &, imenovana Pareto opti-
malna mnoZica. Ta mnoZica reSitev da ddiealcu vpogled v
lastnosti problema, preden izbere eno izmed Pareto optima
nih resitev.

Eden najginkovitejSih n&inov reSevanja problemov z&e
kriteriji je uporaba evolucijskih v&kriterijskih optimizacij-
skih algoritmov [1]. Ti algoritmi so populacijski in se zgle-
jejo po optimizacijskih procesih, ki potekajo v naravi. Dab 2 PREGLED LITERATURE
nasli kar najboljSe reSitve, je potrebno med optimizaaijsk
procesom ovrednotiti (iztaunati) veliko tevilo rediteCe so  Za reSevanje optimizacijskih problemov literatura nawaga
ta ovrednotenja unsko zahtevna, lahko celoten optimizacij- nadomestnih modelov, ki se v optimizacijski proces v#lju
ski proces traja zelo dolgo. jejo na razne néne. V primerjavi z optimizacijo brez nado-

Da bi hitreje prisli do rezultatov Bainsko zahtevnega op- Mmestnih modelov je pri optimizaciji z nadomestnimi modeli
timizacijskega problema, lahko v optimizacijskem procesu potrebno manj eksaktnih ovrednoten; kriterijske funkdge-
uporabimo nadomestne modele za aproksimiranje kriterijsk kovost rezultatov pa ostane primerljiva [5, 12].
funkcije problema. Namesto zamudnega eksaktnega vredno- Pristopi pri uporabi nadomestnih modelov se razlikujejo
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glede na to, katere reSitve se eksaktno ovrednoti in katerevektor, medtem ko se ustrezen element f(X) € Z imenuje

aproksimira ter katere in koliko reSitev se uporablja pa-gr

vektor kriterijev Ta definicija problema se uporablja za opis

dnji nadomestnih modelov. V naSem pregledu literature serelacij, predstavljenih brez negotovosti in z negotovmst]

omejimo na primere, ki za gradnjo nadomestnih modelov

uporabljajo metode, ki poleg aproksimirane vrednosti jrne

Najprej se posvetimo primeru, ko so vse reSitvékve
terijskega optimizacijskega problema eksaktno ovredrete

tudi interval zaupanja za aproksimacijo, saj nam ta nudi do- To pomeni, da ni negotovosti in so Sirine intervalov zaupan;

datno informacijo, ki lahko izboljSa kakovost rezultatady.[
V [2] so avtorji uporabili Sirino intervalov zaupanja za

usmerjanje algoritma v iskanje novih reSitev na manj razi-

skanih podrgjih, ki bi lahko vsebovala globalni optimum.

enake 0.

Definicija 3.1 (Pareto dominiranost) Vektor kriterijev zdo-
minira nad vektorjem kriterijev w, z w, Ce velja z < w; za

Zaupanje v napovedi se skupaj z aproksimirano vrednostjovsak je {1,....m}in z. < W, za vsaj en ke {1, ..., m}.

lahko uporabi tudi za iz&un kriterija prEakovanega izboljSa-
nja. Pristopi, ki uporabljajo ta &, so predstavljeni v [11].
Primer uporabe tega kriterija za izbiranje reSitev, ki nagjd
eksaktno ovrednotene, in resitev, ki naj bodo aproksingiran
je opisan v [6].

V primerih, ko je negotovost nemoge odpraviti z doda-
tnimi aproksimacijami, so v [7] predstavili primerjavo ite¥
ob negotovosti. Avtorji ob primerjavi intervalov zaupaudje:
finirajo moZnost, da prvi interval nad drugim dominira z goto
vostjo, in moznost, da dominiranost ni zanesljiva. Na pgidla
teh primerjav avtorji nato predlagajo krepko Pareto doraii
nost za primere, ko je dominiranost mozno ditio in Sibko
Pareto dominiranost za ostale primere, ko to zaradi negetov

Definicija 3.2 (Sibka Pareto dominiranost)Vektor kriterijev
z Sibko dominiranad vektorjem kriterijev w, Z w, Ce velja
zj <wjzavsak g {1,..,m}.

Definicija 3.3 (krepka Pareto dominiranost) Vektor kriteri-
jev zkrepko dominiranad vektorjem kriterijev w, < w, ¢e
veljaz < w; zavsak je {1,...,m}.

Cez= f(x),w = f(y) in z(Sibko ali krepko) dominira nad
w, pravimo, da reSitex (Sibko ali krepko) dominira nad reSi-
tvijo y. Z drugimi besedami, reSitexje enaka ali boljSa od
reSitvey. Sibka Pareto dominiranost je naravna posplositev

sti ni mogde. V takem primeru se za resitve privzame srednja relacije< in krepka Pareto dominiranost je naravna posplosi-

vrednost in reSitve primerjajo na podlagi teh vrednosti.
V [10] so avtorji predlagali delno urejenost reSitev kot po-
moC pri primerjavi reSitev, predstavljenih z intervali zaupa

tev relacije<.

Definicija 3.4 (neprimerljivost) Vektorja kriterijev z in w

nja. Problem takega pristopa je, da ne razlikuje med prime-Staneprimerljiva Zjw, Ce velja & winw £ z.

rom, kjer zgornji rob prvega intervala dominira nad spoainji
robom drugega intervala, in primerom, kjer se intervala pre
krivata. Zelo podoben pristop obravnavanja reSitev, peeds
vljenih z intervali, imenovan netme Pareto relacije, je pred-
stavljen tudi v [8].

Mejni okvir, ki je podrobno definiran v 4. razdelku, je bil
kot n&in predstavitve vékriterijskih reSitev z intervali zau-

Tudi za ta primer velja, dée staz in w neprimerljiva, po-
tem sta reSitvik in y neprimerljivi.

4. RELACIJE OB NEGOTOVOSTI

V tem razdelku se posvetimo primerjavi reSitev, predstavlj

panja Ze predstavljen v [3]. Vendar pa je primerjava mejnih Nih z aproksimiranimi vrednostmi in intervali zaupanja za
okvirov tudi v tem primeru poenostavljena na to, da zavrzemo aproksimacijoCe zelimo pri primerjavi upostevati tudi inter-

reSitve, za katere je malo verjetno, da bi bile dobre, oz&rom

vale zaupanja, potem relacije, predstavljene v prejSngan r

eksaktno ovrednotimo resitve, za katere je zelo verjetao, d delku, ne zaddajo, ampak jih je potrebno prilagoditi. Vsaka

so dobre.
V naSem primeru \&kriterijske reSitve z intervali zaupa-
nja prav tako predstavimo z mejnimi okviri, vendar pa pri pri

reSitevx je predstavljena z vektorjem aproksimiranih vredno-
sti kriterijev, z = (2, 2, ..., Z), in z vektorjem zaupanja za
vsak kriterij,e = (&1, &2, ..., em). Za kriterij z je tako interval

merjavi resitev ne delamo poenostavitev, tako da pokrijemoZaupanja enakz| - &,4 + &]. Za potrebe primErjave.re§itev,
vse moznosti in tudi pokazemo njihovo moznost uporabe naPredstavljenih na ta igén, so relacije med resitvami ob ne-

konkretnem primeru.

3. RELACIJE BREZ NEGOTOVOSTI

Veckriterijski optimizacijski problem je predstavljen kakia-
nje minimuma funkcije:

f:X->Z
f : (Xl’ ceey Xn) [and (f]_(X]_, seey Xn)’ L] fm(xl, ceey Xn)),

kjer n ozn&uje Stevilo spremenljivk im Stevilo kriterijev in
kjer se vsaka reSitex = (X, ..., Xn) € X imenujeodlocitveni
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gotovosti definirane nanejnih okvirih(angl. bounding box)
vektorja kriterijev. 1z intervalov zaupanja se mejni okvék-
torja kriterijevzizratuna kot (slika 1):

BB(z ¢) =
[z1—e1,z1 + &1l X [2o — €2, 20 — €3] X ... X [Zm — &my Zm — &Em]

Definicija 4.1 (verjetna Pareto dominiranost) Mejni okvir
BB(z ¢) verjetno dominira nad mejnim okviro@B(w, 6),
BB(z &) <y BB(W,0), Ce za vsak’ze BB(z¢) in vsak
w € BB(w, ) velja: Z < w'.
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Slika 1: Mejni okvir vektorja kriterijev
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Slika 2: Aproksimirane reSitve, predstavljene z mejnimirok

Ce imamoz = f(X) z vektorjem zaupanja, w = f(y) z
vektorjem zaupanja in velja BB(z &) <, BB(w, §), potem
reSitevx verjetno dominira nad reSitvijg. Z drugimi bese-
dami, x dominira nady z (velikim) zaupanjem (odvisnim od
€in o).

Na sliki 2 so predstavljene vrednosti kriterijet; .., 2° in
njihovi mejni okviri. Na sliki lahko vidimo, dazt verjetno
dominira nad resitvij@* (z£ <, 2%).

Na podoben n&n so definirane tudi ostale relacije.

Definicija 4.2 (verjetna Pareto nedominiranost) Mejni ok-
vir BB(z ¢) je verjetno nedominiran glede na mejni okvir
BB(w,5), BB(z €) #u BB(w, ), Ce za vsak’ze BB(z¢) in
w € BB(w, ¢) velja: Z < w or Z|w'.

Nekaj primerov verjetne Pareto nedominiranosti je vidnih
nasliki2: 2t 2,2 #, 2,2 #, 2.2 1 2B Hu 2

Ce imamoz = f(x) z vektorjem zaupanja, w = f(y) z
vektorjem zaupanjain BB(z ¢) #, BB(w, §), potem réemo,
da je resitew verjetno nedominirana s strani resityeSele

ko se negotovost odstrani, to je ko so vse reSitve eksaktno

ovrednotene, lahko izvemo, atidominira nady, ali pa sta
reSitvi neprimerljivi.

Definicija 4.3 (verjetna neprimerljivost) Mejni okvirBB(z
&) je verjetno neprimerljiv z mejnim okviroBB(w, 6), BB(z,
) |lu BB(W, 6), Ce zavsak'z BB(z ¢) inw € BB(w, §) velja:
Z|w.

Tudi v tem primeru sta dve reSitvi verjetno neprimerljige
sta njuna pripadafta mejna okvira verjetno neprimerljiva. Na
sliki 2 je 22 verjetno neprimerljiva z°.

Ce resitvi nista v nobeni od zgoraj definiranih relacij, po-
tem sta v neznani relaciji.

Definicija 4.4 (neznana relacija) Mejni okvir BB(z ¢) je v
neznani relaciji z mejnim okviroBB(w, ), BB(z &) ~y
BB(w, 6), Ce veljaBB(z ) N BB(w, 6) # 0.
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Na sliki 2 je2> v neznani relaciji z%, 2 in Z*.
Iz verjetne Pareto dominiranosti ali verjetne neprimeolji
sti sledi verjetna Pareto nedominiranost:

X<uY=X*Y
X[luy= X*uy.

Primeri izpeljane verjetne Pareto nedominiranosti, kiiso v
dninasliki2:2t #, 24, 2 #, 3,2 #, 2

Ce s0 vse resitve eksaktno ovrednotene, so vse Sirine nji-
hovih intervalov zaupanja enakeniV takem primeru se re-
lacije, predstavljene v tem razdelku, neposredno prgoveri
v relacije, predstavljene v 3. razdelku.

Z uporabo relacij ob negotovosti lahkotkeiterijski opti-
mizacijski algoritem primerja dve reSitvi in ddlp katero ob-
drzati in katero zavi@, brez potrebe, da bi jih moral najprej
eksaktno ovrednotiti.

Ce pri primerjavi $e vedno obstaja negotovost, je potrebno
eksaktno ovrednotenje in nato ponovna primerjava resieev.
natin primerjanja reSitev zmanjSuje moznost napak pri pri-
merjavi resitev, ki so posledica nétah aproksimacij.

5. PRIMERJAVA RESITEV OB NEGOTOVOSTI

V tem razdelku relacije ob negotovosti uporabimo za primer-
javo resSitev v evolucijskem algoritmu zadkeiterijsko opti-
mizacijo na osnovi diferencialne evolucije (algoritem DEM
[9]). V tem algoritmu se iz vsake reSitve v populaciji (s)ars
tvori nova reSitev (kandidat). Algoritem nato primerjarSta
in kandidata in boljSo reSitev doda v populacijo ter slabSo
zavrze. Ce sta resitvi neprimerljivi, se v populacijo dodata
obe. Zaradi prisotnosti negotovosti pri primerjavi regife
potrebno prilagoditi postopek, ki dala katere resitve dodati
v populacijo, katere zavégin katere pred primerjavo eksak-
tno ovrednotiti.

Pri primerjavi kandidata z vektorjem zaupanjain starsa
p z vektorjem zaupanja po vrsti preverimo naslednjih Sest
moZnosti:

1. Ce veljac|ly p, obe resitvi dodamo v populacijo.
V tem primeru sta reSitvt in p verjetno neprimerljivi.
Torej tudi e bi obe resitvi eksaktno ovrednoatili, bi bili
verjetno neprimerljivi in bi obe reSitvi dodali v popula-
cijo. Zato v tem primeru dodatnih eksaktnih ovrednoten;
ne izvedemo.

2. Ce veljac <, p, resitevc dodamo v populacijo in resitev
p zavrzemo.
V tem primeru je reSitex verjetno boljSa od reSitvp,
zato dodatnih eksaktnih ovrednotenj ne izvedemo.

3. Ce veljap <, ¢, resitevp dodamo v populacijo in resitev
C zavrzemo.
Ta moZnost je podobna prej3nji, le da je tu reSpeer-
spektivnejsa.

Ce veliac #, p, preverimoe. Ce jee # 0, eksakino
ovrednotimoc in nato resitvi primerjamo Se enkraCe



6.

veljae = 0 (cje Ze eksaktno ovrednoten), eksaktno ovre-
dnotimop in nato reSitvi primerjamo Se enkrat.

V tem primeru je reSitee verjetno boljSa vsaj po enem
kriteriju. Da bi lahko dol@ili, ali reSitevc dominira nad
reSitvijo p ali pa sta reSitvi neprimerljivi, je potrebno
(vsaj) eno resSitev eksaktno ovrednotiti. Ker imaet
moznosti, da je boljSa, najprej preverimo njene inter-
vale zaupanja.Ce so &irine intervalov radine od ng,

kar pomeni, da je reSitev aproksimirana, potem eksaktno
ovrednotimo reSitee in nato ponovno primerjamo resi-
tvi. Ce pa so Sirine intervalov zaupanja enakg kiar
pomeni, da je reSiteu Ze eksaktno ovrednotena, potem
eksaktno ovrednotimo reSitgvin nato ponovno primer-
jamo resitvi.

. Ce veljap #y ¢, preverimos. Ce jes # 0, eksaktno

ovrednotimop in nato ponovno primerjamo reSitviCe
je 6 = 0, eksaktno ovrednotimo in ponovno primer-
jamo resitvi.

Ta moZnost je podobna prejsnji, le da je sedaj reJitev
perspektivnejsa.

. Ce veljac ~, p, preverimoe. Ce jee # 0, eksaktno

ovrednotimoc in nato ponovno primerjano resitvCe je

& = 0, eksaktno ovrednotimp in nato ponovno primer-
jamo resitvi.

V tem primeru je edini nén, da izvemo, v kak3ni re-
laciji sta reSitvi, da eksaktno ovrednotimo (vsaj) eno re-
Sitev. Ker za kandidata (potomca) obstaja moznost, da
je boljsi od starSa, najprej preverimo, ali je Ze eksaktno
ovrednotenCe ni, kandidata eksaktno ovrednotinte

je, eksaktno ovrednotimo starSa in nato ponovno primer-
jamo resitvi.

ZAKLJU CEK

V prispevku smo definirali nove relacije za primerjavo reSi-
tev ob negotovosti. V naSem primeru je negotovost posledica
aproksimacij z nadomestnimi modeli in ne npr. Suma v podat-
kih. ResSitve so predstavljene z aproksimiranimi vrednostm

in intervali zaupanja. Novo definirane relacije razSirjam
znane relacije Pareto dominiranosti in pri primerjavi upes

vajo tudi intervale zaupanja. Primerjava reSitev s tena-rel

cijami zmanjSuje moznosti nafaih primerjav in prepréuje,
da bi net@ne aproksimacije poslabSale optimizacijske rezul- [11]
tate. Nove relacije smo uporabili v evolucijskentksaterij-
skem optimizacijskem algoritmu za primerjavo reSitev.egol
tega, da je mogte z novimi relacijami reSitve primerjati ne
glede na morebitne ndtnosti v aprokcimacijah, je prednost
novih relacij tudi moznost dofdtve dominiranosti reSitev, ne
da bi jih bilo potrebno najprej eksaktno ovrednotiti.
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